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مقاله پژوهشي

  يعفون هاي يماريدر درمان ب يكسر نهيثر از كنترل بهؤكاربرد م كي
  يآباد حسن ژهيو من يجاجرم نيام

  
  

 افتهي ميبه كمك نسخه تعم ديجد نهيمدل كنترل به كي ،مقاله ندر اي :دهيكچ
 HIV يعفون يماريو كنترل ب يبررس يبا تابع كرنل دلخواه برا يمشتق كسر

 هيكارآمد بر اساس نظر يدرمان ياستراتژ كي قيطر نيبد. دشو يم شنهاديپ
لازم  طيشرا. شود يم يو بررس نيدوت شدهذكر يماريب يبرا يكسر نهيكنترل به

 يله مقدار مرزئمس كيبه فرم  نياگيپونتر يابي مميسبر اساس اصل ماك ينگيبه
 افتني يثر براؤكارا و م يروش عدد كي ن،يعلاوه بر ا. شود يفرموله م يكسر

 نهيله كنترل بهئحل مس نيو همچن افتهي ميتعم يكسر يكيناميد ستميپاسخ س
مورد  زين يشنهاديپ كيتكن يخطا ليو تحل ييهمگرا. شود يمتناظر با آن ارائه م

كه مدل  دهند ينشان م يعدد يها يساز هيشب. ردگي يقرار م يمطالعه و بررس
دقت  جهيكمتر و در نت يخطا يدارا 99/0 يمرتبه كسر يبرا افتهي ميتعم يكسر

بر (شده  شيآزما يرمراتب كس ريسا زيو ن حيبا مدل مرتبه صح سهيبهتر در مقا
. باشد يم) يشده توسط سازمان بهداشت جهاندييأت يواقع هاي اساس داده

در گسترش  يتوجه منجر به كاهش قابل يشنهاديپ نهيعلاوه اعمال كنترل به هب
دادن  نشان يكارآمد برا يشده ابزار يمعرف يكسرمدل  جهيدر نت ؛شود يم يماريب
 ييكارا شيباعث افزا تواند يبوده و م روضمف يماريانتقال ب ياساس هاي يژگيو

  .شود يدرمان هاي ياستراتژ
  
 ،يمشتقات كسر نه،يكنترل به ،HIVانتقال عفونت  كيناميد :دواژهيكل

  .يعدد جينتا

  قدمهم - 1
است  (HIV) دزيا ر جهان،د يمسر يها عفونت نيتر از خطرناك يكي

 يبار نياز نخست. رساند يم بيبدن انسان آس يمنيا ستميشدت به س كه به
 76 باًيشد، تعداد افراد آلوده تقر ييشناسا دزيا يماريب 1983كه در سال 

 جهينفر در نت ونيليم 35تعداد  نيزده شده بودند كه از ا نينفر تخم ونيليم
، 1990و  1980 يها در دهه جهيدر نت .جان خود را از دست دادند ،دزيا

]. 1[شد  ليتبد يسازمان بهداشت جهان ياصل تيلووبه ا دزيمبارزه با ا
 يگسترده از داروها استفاده ليدل به HIVاز  يناش يجهان ريوم امروزه مرگ

اما مقاومت  ؛است دهيرس 1994خود از سال  زانيم نيبه كمتر روسيضد و
. محدود سازد ياديرا تا حد ز يوش درمانر نيا ريتأث تواند يم ييدارو

 يعنوان خطر به دزيشدن ا كن شهير يزمان هدف برا 2030سال  نيهمچن
 ].2[انتخاب شده است  يسلامت عموم يبرا يجد

و  هيتجز يبرا ياضير يساز گذشته، استفاده از مدل طول چند دهه در
و ارزشمند واقع  ديمف ارها بسيو كنترل آن ها يمارياز ب ياريرفتار بس ليتحل

در سرتاسر  سندگانياز نو ياريبس ،HIVدر خصوص ]. 5[تا  ]3[شده است 
 

 1402 ماه آذر 2تاريخ  و دردريافت  1402 ماه نيفرورد 31 قاله در تاريخاين م
  .شدبازنگري 

 ،يو مهندس يبرق، دانشكده فن يگروه مهندس، )مسئول سندهينو( يجاجرم نيما
  .(email: a.jajarmi@ub.ac.ir) ايران، دانشگاه بجنورد، بجنورد،

و آمار، دانشگاه  ياضيدانشكده علوم ر ،يكاربرد اتياضيگروه ر ،يآباد حسن ژهيمن
  .(email: manijehasanabadi@yahoo.com) ايران، رجند،يب رجند،يب

و  هيته يماريب نيجوامع در مورد ا يآگاه شيافزا يبرا يمقالات ،جهان
 يماريب يبرا رگي مدل همه كي] 6[به عنوان مثال در . اند كرده نيتدو

HIV ليو تحل هيتجزمورد  ليتفص به يسراسر يداريپا جيبا توجه به نتا 
قدرتمند  يابزار ،نهيكنترل به يها مدل ن،يعلاوه بر ا. قرار گرفته است

 يرا برا يديمف يها يهستند و استراتژ ها يماريرفتار ب يبررس يبرا
 ياضيمدل ر كيراستا،  نيدر ا]. 7[ كنند يو كنترل آنها ارائه م يريشگيپ

. شده است شنهاديپ] 8[در  يتنفس يها عفونت يبرا نهيبر كنترل به يمبتن
تماس و  يابيبا رد دزيا يدمياپ يبرا نهيمدل كنترل به كي نيهمچن
] 10[در  وهعلا هب. قرار گرفته است يمورد بررس] 9[در  يتصادف شيآزما

 يدمياپ يها مدل نهيكنترل به يبرا يعدد يها كه روش نشان داده شده
 .هستند مؤثر
 فيتوص يبرا يكسر ياه نشان داده شده كه مدل رياخ يها سال در

از معادلات  تر قيدق ،يعيطب يها دهيپد يارث يها يژگيحافظه و و
 ليفرانسياستفاده از معادلات د نيبنابرا ؛كنند ميعمل  يمعمول ليفرانسيد

 افتهيرواج  يو مهندس يكاربرد يها نهياز زم ياريامروزه در بس ،يكسر
ي ها براي مدل كنترل بهينه مسئلهدر خصوص حل ]. 13[تا  ]11[است 
 ريدر چند سال اخ زين يبر معادلات ديفرانسيل كسر يمبتن رياضي
 يها از موجك يبه عنوان مثال كاربرد. ارائه شده است يمتعدد يها روش
] 14[در  يرخطيغ يكسر نهيحل مسائل كنترل به يبرا تهياف ميتعم

 انيبر گراد يمبتن يساز نهيبه تميالگور كي] 15[در . استفاده شده است
 شنهاديپ يو نامساو يمساو وديبا ق يكسر يها مدل نهيكنترل به يبرا

حل  يبرا يعصب يها بر شبكه يمبتن يها استفاده از روش. شده است
در . مورد مطالعه قرار گرفته است] 16[در  يكسر نهيمسائل كنترل به

 زيآنال هيبر پا يكيبا تكن يكسر يها ستميس يبرا نهيكنترل به مسئله] 17[
گر آدامز اصلاح -گرنيروش تخم. عملگرها حل شده است يو تئور يبعتا
مورد توجه ] 18[در  يكاربرد يكسر نهيكنترل به مسئله كيحل  يبرا زني

شده در جهان  گزارش يحال با توجه به موارد واقع نيبا ا. قرار گرفته است
 نيو همچن يكسر يساز مدل نهيدر زم يشتريب قاتيتحق رسد يبه نظر م
با الهام از نكات . ستا ازيمرتبط با آن مورد ن نهيسائل كنترل بهحل م
 يكسر نهيمدل كنترل به كي ييدادن كارا مقاله نشان ن، هدف ايشدهذكر
. باشد ميو كنترل رفتار آن  (HIV) دزيانتقال ا كيناميد انيب يبرا ديجد

 يماريبه حداقل رساندن انتقال ب يكارا برا يدرمان ياستراتژ كي نهمچني
و  ينوآور نيتر مهم. شود مي شنهاديپ نهيكنترل به فرايند كي قياز طر

 :شوند مي انيب ريبه شرح ز قيتحق نيا يدستاوردها
 يمشتق كسر تهياف ميتعم نسخه كيبار از  نياول يمقاله برا نيدر ا  -

انتقال عفونت  كيناميد يساز مدل يبرا]) 19([با تابع كرنل دلخواه 
HIV  عنوان  تابع كرنل به ق،يتحق نيا جهيدر نت. شود مياستفاده

 فيتوص يبرا) يكسر در كنار پارامتر مرتبه( ديجد يآزاد درجه كي
 .در دسترس خواهد بود يواقع يايدن يها دهيپد تر قيدق

 يها از داده نمونه كيبه كمك  يشنهاديمدل پ ليو تحل هيتجز  -
 2014و  1987 يها سال نيب در ورد پيك ريمربوط به جزا يواقع
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 يواقع يها با داده يساز هيشب جينتا سهيمقا .]20[ شود ميانجام 
 .ستا يساز مدل ديساختار جد نيا ييدقت و كارا دهنده نشان

كارا و  يروش عدد كي ارائه ،مقاله نيارزشمند ا يها افتهي گرياز د  -
با اپراتور  يكسر يكيناميد يها ستميپاسخ س افتني يبرا مؤثر

 .متناظر با آن است نهيكنترل به مسئلهحل  زيو ن تهياف ميمشتق تعم
مقاله  نيدر ا زين يشنهاديروش پ يخطا ليو تحل يياثبات همگرا  -

 .ردگي ميقرار  يمورد مطالعه و بررس
 يشده برا كه معادلات و روش حل ارائه ميمعتقد ها يژگيو نيتوجه به ا با

بوده و  ديجد يردو هم از نظر كارب يمقاله هم از لحاظ تئور نيآنها در ا
  .ستا] 3[مشابه مانند  ينسبت به كارها يمتفاوت شامل اطلاعات كاملاً

 هياول مقدمات و فيتعار - 2

مشتق و  تهياف ميتعم نسخه يبرا هياول فيتعار انيبخش به ب نيا در
منظور در ابتدا  نيبد. مپردازي ميبا تابع كرنل دلخواه  يانتگرال كسر

 فيتعر  را با توجه به تابع دلخواه ليوويل -منيانتگرال و مشتق ر
مشتق  تهياف ميتعم عنوان نسخه كاپوتو را بهسپس مشتق . ميكن يم

ديمف يها يژگياز و يبرخ اًتينها و ميماين يم يمعرف ليوويل -منير 
  .ميكن يم يكاپوتو را بررسو  ليوويل -منير يعملگرها
 كه ديفرض كن ]19[ )1- 2 فيتعر 0 يكسر مرتبه، ( , )fJ t t 0 

 بازه يرو رپذي لتابع انتگرا كي X، )ينامتناه اي يمتناه( يزمان بازه كي
J و ( , )C J  1  يكه برا يا گونه به ؛باشد يصعود يتابع t J، 

( )t 0 چپ مرتبه يآنگاه انتگرال كسر. است با  ليوويل -منيام ر
 شود يم فيتعر ريصورت ز به  ابعتوجه به ت
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] برابر با nنباشد،  يعيعدد طب  كه اگر  يطور به ] 1 است و اگر  
  .شود مي  برابر با nباشد، آنگاه  يعيعدد طب
 كه ديكن فرض] 19[ )2- 2 فيتعر 0 يكسر مرتبه، ( , )fJ t t 0 

)، )ينامتناه اي يمتناه( يزمان بازه كي , )nX C J  ،n و 
( , )nC J   كه در بازه يا گونه به ؛باشد يصعود يتابع t J، 
( )t 0 چپ مرتبه يصورت مشتق كسر نيدر ا. است  ام كاپوتو با

  شود يم فيتعر ريبه شكل ز  توجه به تابع
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 اگر نيهمچن. رود يكار م هب يتركردن نمادگذار ساده يبرا  د، اشب
] برابر با n آنگاه ] 1 و اگر شود مي   ،باشد n برابر با  ستا. 
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  .ديمراجعه كن] 19[به  )اثبات
) يبرا )1-2 هيقض , )nX C J  و n n  1 ميدار  
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 .ديمراجعه كن] 19[به  )اثبات
 يدر مورد عملگرها شتريو اطلاعات ب اتيجزئ يبرامندان  علاقه

و  ليوويل -منيرمراجعه كنند] 19[به  ندنتوا يم كاپوتو.  

  يادشنهيپ يكسر نهيبه كنترل مدل - 3
به حداقل رساندن  يبرا يكسر نهيمدل كنترل به كي ،بخش نيا در

. شود ميدرمان مربوط ارائه  يها نهيهز نيو همچن HIV يماريانتقال ب
) يمنظور از تابع كنترل نيبد )u t1 و  يريشگيپ ياستراتژ كيعنوان  به

در  يول اند نبوده ماريكه ب يافراد مستعد ياز ابتلا يريجلوگ يآموزش برا
) كنترل نيقرار دارند و همچن يماريبه ب تلامعرض اب )u t2 عنوان  به

استفاده  HIV (ART)1 روسيضد و يداروها قيدرمان افراد مبتلا از طر
 شود مي انيب ريصورت ز به يماريمدل انتقال ب جهيدر نت. مكني مي
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) يبرا  كاپوتوچپ   يكسر  مشتق  , )  0 1   
بعد در معادلات  قيتطب يبرا يپارامتر كمك  و)) 4( رابطه(بوده 

) نيهمچن]. 21[است  يكسر ليفرانسيد )S t افراد مستعد و  تينماد جمع
) باشد و مي يماريدر معرض ب )I t  افرادHIV ينيمثبت بدون علائم بال 

 نيدر ا روسيو(انتقال دهند  گرانيد بهرا  يماريب توانند ميهستند كه  دزيا
ها با علائم تن ايعلائم  دياما بدون تول ؛در حال توسعه است ايافراد زنده و 

) .)فيخف )A t  افراد مبتلا بهHIV بوده و دزيا ينيبا تظاهرات بال ( )C t 
  كرده و  افتيرا در روسيهستند كه درمان ضد و يمثبت HIVافراد 
   نماد  با t زمان  در  كل  تيجمع  .باشند مي  روسيو  از  ينييپا  سطح  حامل

  

 

1. Antiretroviral Therapy 
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  .)7( مدل يپارامترها ريمقاد :1 جدول
  

 مقدار  پارامتر
  10724 

  866/0 
  1 
  1/0 
c  09/0 
  0001438/0 
  1 
  33/0 

  
( )P t توسط ((( ) ) ( ) ( ))t tP S tt I tC A    شود يمشخص م .
 :ستا ريبه شرح ز زين) 7(مدل  يكيزيف ميمفروضات و مفاه ريسا

  افراد مستعد با سرعت تيكه جمع مدل فرض شده نيدر ا) الف  
 .ابدي يم شيافزا

 .هستند يعيدر معرض مرگ طب  تمام افراد با نرخ ثابت) ب  
 با نرخ Iبا افراد گروه  مؤثرافراد مستعد در برخورد ) ج  

I P  ه بHIV كه در آن شوند يمبتلا م   نرخ تماس
 .است يماريانتقال ب يبرا مؤثر

)مثبت بدون علامت  HIVافراد ) د   )I با نرخ   به گروه افراد
)تحت درمان  HIVمبتلا به  )C شوند ميد وار. 

) دزيبا علائم ا HIVافراد مبتلا به ) ه   )A  با نرخ  تحت درمان
و تنها در صورت حفظ درمان  شوند يم Iقرار گرفته و وارد كلاس 

 .شوند يمنتقل م Cبه كلاس 
) دزيبدون علائم ا HIVراد مبتلا به اف) و   )I  كه درمان ضد
) دزيبه كلاس ا  با نرخ رنديگ ينم روسيو )A شوند يوارد م. 
 Iفراد به كلاس ا نيو ورود ا Cگروه  ينرخ درمان ناموفق برا) ز  

 .شود ميمشخص  c با پارامتر
) دزيبا علائم ا HIVتنها افراد مبتلا به ) ح   )A با نرخ   از مرگ

 .برند يرنج م دزياز ا يناش
علاوه  هب. ده استمآ 1 جدولدر ) 7(ل مد يپارامترها يعدد ريمقاد

) صورت مدل به نيا يبرا هياول طيشرا )S 0 ) و 0 ), ( ), ( )I C A 0 0 0 0 
 .شود ميدر نظر گرفته 

 كيبه دنبال انتخاب  يكسر نهيكنترل به مسئله انيب يبرا حال
 كي را با ستميس يكيزيف يازهايكه ن ميشاخص عملكرد مناسب هست

انتخاب شود، آنگاه  يدرست اگر شاخص عملكرد به. كند انيب ياضيعبارت ر
خود  تيوضع نيدر بهتر ستميعملكرد مطلوب س انگريشدن آن ب حداقل

مقاله به دنبال كاهش تعداد  نيدر ا نكهيبا توجه به ا نينابراب ؛]22[ ستا
) دزيا ينيمثبت با تظاهرات بال HIV علائمافراد با  )A بدون  و افراد آلوده

)انتقال دهند  گرانيرا به د يماريب توانند يعلامت كه م )I و  ميهست
و  بتلاافراد م يبرا روسيدرمان ضد و يها نهيهز مخواهي مي نكهيا مضافاً
افراد  ياز ابتلا يريجلوگ يو آموزش برا يريشگيپ يها نهيهز نيهمچن
 مسئله كيصورت  متناظر را به نهيكنترل به مسئلهحداقل شود،  مستعد

 ريبه كمك شاخص عملكرد ز) يابيرد مسئلهاز  يحالت خاص(كننده  ميتنظ

, ( ) ( ) ([ ( ) )]d
T

u uJ Q I t Q A t B u t B u t t    1 2
2 2 2 2

1 2 1 1 2 2
0

1
2  )8(  

 شده و مجموعه انيب هياول طي، شرا)1( يكيناميد يها تيتوجه به محدود با
  كنترل قابل قبول

{( , ) : , , [ , ]}U u u u u t T      1 2 1 20 1 1 0  )9(  

0 كه در آن مكني مي فيتعر 1  بوده وT مدت زمان  دهنده نشان
   يمربع  قسمت  )8(  عملكرد  شاخص  در  است  ذكر  به  لازم  .باشد مي  درمان

/ ( ) ( )[ ]d
T

Q I t Q A t t 2 2
1 20

0   و  Iحالت   يرهايمتغ  تا  كند مي  تلاش 5
A  بيضرا. كند كينزد) مقدار صفر(را تا حد ممكن به مقدار مطلوبشان 
Q1 و Q2 ييرهايمتغ ينسب تيهستند كه اهم ينامنف يثوابت I  وA  را

از  رهايمتغ نيانحراف ا يعدد ريكرده و مقاد دهي وزن گرينسبت به همد
 Q1 بيضرا ميبا تنظ گريبه عبارت د. كنند مي زهيمقدار مطلوبشان را نرمال

را از  Aو  I يها از حالت كيانحراف هر  ينسب تياهم توان مي Q2و 
 واقعدر  Q1 شيبه عنوان مثال با افزا. كرد دهي مقدار مطلوبشان وزن

با  نيهمچن. شود مياز مقدار مطلوبش داده  Iبه انحراف  يشتريب تياهم
اندازه نامطلوب  كياز مقدار صفر به  يف مثبت و منفانحرا نكهيتوجه به ا

  در نظر گرفته ) 8(حالت در شاخص عملكرد  يرهاي، مربع متغباشد مي
كنترل در شاخص عملكرد  يها يدر خصوص ورود همچنين .شده است

)بارت ع  ،)8( )i iB u t2 يكنترل  يسع  نهيهز  خنر ( )iu t و   دكن مي  مدل  را  
/ ( ) ( )][ d

T
B u t B u t t 2 2

1 1 2 20
0   و   يريشگيپ  نهيهز  تا  دماين مي   تلاش  5

) يها درمان با كنترل )u t1 و ( )u t2 بيعلاوه ضرا هب. را به حداقل برساند 
B1 و B2 يتر نيسنگ مهيجر ،هر كدام شيهستند كه افزا يثوابت مثبت 

ت اجتناب ياما از آنجا كه در واقع. دهد ميدرمان متناظر قرار  نهيهز يبر رو
درمان كل افراد  نيمستعد و همچن تيكل افراد آلوده و جمع نياز تماس ب
u دهشممكن است، فرض ريمبتلا غ 10 u مشابهطور  و به 1 20 1 
] خود را از بازه يها يها ورود كنترل بيترت نيبد. باشد , ) [ , )0 01 1 
iuبا درنظرگرفتن . كنند يم افتيدر  وجود  يو درمان يريشگيپ چي، ه0

iuبرعكس اگر . ندارد  درصد موفق بوده  100 يا مداخلهباشد، هر نوع  1
آموزش  رايز .باشد مي رممكنيغ يطور كل به تيوضع نياما در واقع ا ؛است

و  يمانند كمبود منابع مال يعوامل متعدد ليدل و درمان كل جامعه به
* نهيزوج كنترل به نيبنابراست و ين ريپذ امكان يانسان *( , )u u1 بر  ديبا 2

 شود نييتع ريز اساس رابطه

* * ,, ( ), ( )
min { , }:u uu u u u

J J u u U 
 

1 21 2 1 2
1 2  )10(  

 يكسر نهيبه كنترل مسئله حل - 4

* كه ديكن فرض * *( ) ( ( ), ( ))u u u U    1 و  نهيبردار كنترل به 2
* * * * *( ) ( ( ), ( ), ( ), ( ))X S I C A      متناظر باشد نهيحالت به ريمس .

از اصل  يرويبا پ ،يشنهاديپ يكسر نهيكنترل به مسئلهحل  يبرا
 ريز رابطه صورت را به نيلتونيابتدا تابع هام ن،ياگيپونتر يابي مميسماك
 ميكن يم فيتعر

( ) [ ( ) ( ) ( ) ( )]

( ) ( ( ), ( ))i i
i

H t Q I t Q A t B u t B u t

t f X t u t


    



2 2 2 2
1 2 1 1 2 2

4

1

1
2  )11(  

) در آن كه ) ( ( ), ( ), ( ), ( ))X t S t I t C t A t  وif يبرا , , ,i  1 2 3 4 
 نيهمچن. ندهست) 7( ستميدر س يعبارات سمت راست معادلات كسر

) بيضرا )i t يبرا , , ,i  1 2 3 حالت بوده كه  -كمك يرهايمتغ ،4
) يبردار الحاق ) ( ( ), ( ), ( ), ( ))t t t t t     1 2 3 . دهند مي ليرا تشك 4
 يگفت كه بردار الحاق توان مي] 23[شده در  ارائه كردن فرايند با دنبال

( )t يمرز طيرابا ش ( )i T   دكن ميصدق  ريدر معادلات ز 0
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 )12(  

;كه  ( )C

T
D X t 

 راست  يمشتق كسركاپوتو براي ( , )  0 است  1
 شود مي فيتعر ريصورت ز به و

; ( ) ( ( ) ( )) ( )d
( )

T
C

T
t

D X t t X      


  
  

1
1

  )13(  

 نيلتونياز تابع هام يريگ با مشتق توان يرا م) 7( يكنترل ستميس نيهمچن
دست آوردن  هب يبرا. دست آورد هحالت ب -كمك يرهاينسبت به متغ) 11(

) نسبت به نيلتونياز تابع هام زين نهيتوابع كنترل به , )u u u 1 مشتق  2
 شود يگرفته م

( )
H IS

B u
u P

  
   

 1 1 1 2
1

0  )14(  

( )
H

B u I I I
u      

     
 2 2 2 3 4

2
1 0  )15(  

 ميحل معادلات بالا دار با
( ( ) ( )) ( ) ( )

( )
( )

t t I t S t
u t

P t B

  
 2 1

1
1

 )16(  

(( ) ( ) ( ) ( )) ( )
( )

t t t I t
u t

B
       

 2 3 4
2

2

1  )17(  

* يبا توجه به كراندار تينها در ( )u t توابع كنترل  ،ينگيلازم به طيو شرا
 دست آورد هب ريصورت ز به توان يرا م نهيبه

* ( ( ) ( )) ( ) ( )
( ) max[min( , ), ]

( )

t t I t S t
u t

P t B

  



  2 1

1
1

1 0  )18(  

* ( )

( ) ( ) ( ) ( )) ( )
max[min( , ), ]

u t

t t t I t

B
     




  



2

2 3 4

2

11 0 )19(  

0 در آن كه 1 است. 

  يعدد روش - 5
 يشامل مشتق كسر هيمقدار اول مسئله كيابتدا  ،بخش نيا در
 كارآمد  و ديجد يروش عدد كيو  شود ميكاپوتو در نظر گرفته
روش  نيا يخطا برا ليو تحل ييسپس همگرا. شود يحل آن ارائه م يبرا

 نهيكنترل به مسئلهحل  يبرا كيتكن نيا اًتينها. ردگي ميمورد بحث قرار 
 منظور ابتدا معادله نيبد. شود ميداده  ميمقاله تعم نيمفروض در ا

 ديريرا در نظر بگ ريز يكسر ليفرانسيد
; ( ) ( ( )) ,C

t
D X t F X t t J 

  
0

 )20(  

) در آن كه , )fJ t t  است، ينامتناه اي يمتناه يزمان بازه كي 0
( , )nX C J  است،  ريپذ مشتق  وستهيپ  طور هب  تابع  كي ; ( )C

t
D X t 


0

   

) كاپوتو از تابع يمشتق كسر )X t  شده  فيتعر) 3(بوده كه در
]است،  ] )(iX t , يبرا 0 , ,i n 0 1 1 بوده و  مسئلهمعلوم  هياول طيشرا

( ( ))F X t است كه شرط  يقيحق ريبا مقاد وستهيپ يتابع بردار كي
 كند يبرآورده م را تسيش پيل

( ( )) ( ( )) ( ) ( )F X t F X t L X t X t  1 2 1 2  )21(  

با . ميكن ياعمال م) 20(را به دو طرف ) 1( يعملگر انتگرال حال
 شود يم ريعمل منجر به معادله ز نيا) 6(درنظرگرفتن 

[ ]
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 )22(  

} تا دنباله ميكن يرا اعمال م يمتوال ينيجانش فرايند كي اكنون ( )}k kX t 
0 

 شود ديتول ريز از رابطه
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)23(  

 ليفرانسيدنباله مذكور به جواب معادله د ييهمگرا ،يبعد ربخشيز در
 .ميكن يرا اثبات م) 20( يكسر

  خطا ليو تحل ييهمگرا 1- 5
روش  يخطا ليو تحل ييدادن همگرا نشان يبخش براريز نيا در

 .شود ميو اثبات  انيب ريز هيقض) 23( يشنهاديپ
} دنباله )1- 5 هيقض ( )}k kX t 

0  به جواب  شود يم ديتول) 23(كه توسط
 .همگراست كنواختيطور  هب) 20( يكسر ليفرانسيد معادله

  ديفرض كن )اثبات
[ ]

,

( )
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 ميدار) 23(با استفاده از . باشد

( ) ( ) ( ) ,X t X t m m t t t J   1 0 1 2 0  )24(  

 دهد يم جهينت نيهمچن) 23( معادله

( ) ( ) ( ( ) ( )) ( )
( )

( ( ( )) ( ( )))d ,

t

t

X t X t t

F X F X t J

    


  

   


 


0

1
2 1

1 0

1   )25(  

) L تسيش پيبا ثابت ل( تسيش پيشرط ل F ي، تابع بردار)21(اساس  بر
به معادله ) 25(، )24(و استفاده از  يژگيو نيبا توجه به ا. كند يرا برآورده م

 شود يمنجر م ريز

( ) ( ) ( ) ( ) d

( )
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 مآوري ميدست  هب ياضير يبه كمك استقرا جهينت در
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1 1 2  )27(  

 ميرس يم ريز به معادله iهر  يازا هب يمثلث يبا استفاده از نامساو اًتينها
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} يمتوال يها بيتقر كه دنباله دهد ينشان م نيا ( )}k kX t 
0 دنباله كي 

) باناخ يدر فضا يكوش , )nC J  كنواختيصورت  به نياست و بنابرا 
 يعنيدنباله،  نيكه حد ا ميده يخطا نشان م ليحال با تحل. ستهمگرا

lim ( )kk
X t   منظور   نيبد  .است  )20(  يكسر  ليفرانسيد  معادله  جواب  ،1
) ديفرض كن )kX t1  جوابkباشد كه ) 23( يبيروش تقر ازمرحله  نيام

، تابع )23(و ) 22(با درنظرگرفتن . است وستهيپ Jدر  tهر  يازا به
) يخطا ) ( ) ( )k kE t X t X t  1  نوشت ريبه شرح ز توان يرا م 1
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) شود يم جهينت) 29( از )kE t 1 0 ) نيبنابرا و 0 )kE t1  درJ وستهيپ 
k, هر يازا هب گريبه عبارت د. است t J ميدار ( )kE t M 1  كه
M با  حال. دهد ينشان م را) 30(، )29( نيهمچن. ثابت است يعدد

  يبا درنظرگرفتن نامساو) 30(شده در  انجام اتيتكرار عمل
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 )31(  

 يدر سمت راست نامساو يطور كه در بالا اشاره شد، بخش انتگرال همان
) از تابع ليوويل -منريانتگرال ) 31( ( ) ( ))t t    نيبنابرا. است 0

 مآوري ميدست  هب 1-2با توجه به لم 
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2 2
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1 1 2  )32(  

),( فرايند نيبار تكرار ا kبا  و ,k  1  داشت ميخواه 2
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0

1 1  )33(  

 يسر يعموم جمله ،)33( يلازم به ذكر است كه سمت راست نامساو
, لفلر - تاگيتابع م )( ( ) (( ))E L t t 

  1  يازا هب نيبنابرا و دباش مي 0
 ميها دارtتمام 

( ( ) ( ))
lim

( )

k k

k

L t t

k

 





 
0 01  )34(  

k يوقت) 33( نيبا گرفتن حد از طرف جهينت در  مآوري يدست م هب 
( )kE t 1 tهر   يابر  دهد مي  جهينت  كه 0 J ،lim ( ) ( )kk

X t X t
1   

 . اثبات كامل است نيراو بناب

  يكسر نهيكنترل به مسئلهبه  ميتعم 2- 5
حل  يبرا 5شده در بخش  ارائه يروش عدد ميقسمت به تعم نيا در

 تميالگور كيبه كمك ) 3بخش ( يشنهاديپ يكسر نهيمدل كنترل به
در  زين تميالگور نيا ييهمگراو  يداريپا. ميپرداز يپسرو م -شرويپ يتكرار
 .اثبات شده است] 24[منبع 

  تميالگور
 .ديريكنترل در نظر بگ يرهايمتغ يبرا هيتابع اول كي )اول گام
استفاده كرده و ) 7(كنترل در  يرهايمتغ ريمقاد نياز آخر )دوم گام

در  يشنهاديبا استفاده از روش پ) 7( يكنترل ستميبردار حالت را از س
 .ديدر زمان محاسبه كن شرويورت پص به 5بخش 
استفاده ) 12(و كنترل در   حالت يرهايمتغ ريمقاد نياز آخر )سوم گام

شده  ارائه كيبا استفاده از تكن) 12( ستميحالت را از س -كرده و بردار كمك
  .ديدست آور هصورت پسرو در زمان ب به 5در بخش 
 ريمقاد نيكمك آخر اب) 19(و ) 18(كنترل را از  يرهايمتغ )چهارم گام

 .ديكن يروزرسان حالت به -و كمك  حالت يرهايمتغ يدست آمده برا هب
حالت و  -حالت، كمك يرهايمتغ روزشده به اگر نسخه )پنجم گام

 تميالگور ،است كينزد يكاف به اندازه ها در تكرار قبليآن ريكنترل به مقاد
 .ديصورت به گام دوم برو نيا ريدر غ و ديرا متوقف كن

 يعدد جينتا و حثب - 6

سازمان  يها را بر اساس داده) 7( يبخش ابتدا مدل كسر نيا در
 هيتجز 2014و  1987 يها سال نيورد ب پيك ريجزا يبرا يبهداشت جهان

كنترل  ياستراتژ ياثربخش يسپس به بررس و ]20[ ميكن يم ليو تحل
 .مپردازي ميمفروض  يمارياز انتشار ب يريجلوگ يبرا يشنهاديپ نهيبه

 20حالت را بدون اعمال كنترل در مدت زمان  يرهايرفتار متغ 1شكل 
 رينمودارها، مقاد نيدر ا. دهد ينشان م يمراتب مختلف كسر يروز برا

) هياول طيشرا )S 0 ،( )I 0 ،( )C )و  0 )A ، 338923صورت  به بيترت به 0
 يدر اپراتور مشتق كسر تابع  نهمچني. اند ، صفر و صفر لحاظ شده61

)صورت  به) 7(در  )t t  با توجه به. ستدر نظر گرفته شده ا 
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  )الف(

  
  )ب(

  
  )ج(

  
  )د(

مراتب مختلف  يبدون كنترل برا) 7( يحالت مدل كسر يرهايفتار متغر  :1 شكل
)حالت  ريرفتار متغ )الف(ي، كسر )S t ،)حالت  ريرفتار متغ )ب( )I t ،)ريرفتار متغ )ج 

)حالت  )C t  حالت  ريرفتار متغ )د(و( )A t.  

  
در  يشده واقع گزارش هاي بدون كنترل با داده) 7( يپاسخ مدل كسر سهيمقا  :2شكل 

  .ورد پيك ريجزا
  

  .كنترل بدون حالت در )7( مدل ينسب و مطلق يخطا :2 جدول
  

مرتبه كسري خطاي مطلق  خطاي نسبي

1 8/652 1320/0 

99/0 2/307 0621/0 

96/0 6/777 1572/0 

93/0 3/1357 2744/0 

9/0 8/1974 3993/0 

87/0 5/2481 5017/0 

  
، تمام 1به   يكسر شدن مقدار مرتبه كيبا نزد شود ميمشاهده  1شكل 

 حالت متناظر در مدل مرتبه يرهايبه متغ يكسر ستميحالت س يرهايمتغ
 يشده برا ارائه جيبر صحت نتا يدييأت ،مطلب نيكه ا كنند مي ليم حيصح

 .ستا يسرمشتقات مرتبه ك
 مطالعه كي قياز طر يشنهاديپ يمدل كسر ييدقت و كارا ،ادامه در
توسط  يواقع شده گزارش يها بر اساس داده 2و شكل  2 جدولدر  يمورد

با . شود مي نييحالت بدون كنترل تع يبرا] 20[ يسازمان بهداشت جهان
مقاله،  نيدقت در ا اريعنوان مع به يمطلق و نسب يدرنظرگرفتن خطا

كه مدل  دهد مينشان  2و شكل  2شده در جدول  ارائه جينتا سهيمقا
 يمطلق و نسب يخطا يدارا 99/0 يكسر مرتبه يبرا يشنهاديپ يكسر

 نيو همچن حيصح نسبت به مدل مرتبه يدقت بالاتر جهيكمتر و در نت
رفتار  2جدول  ن،يعلاوه بر ا. باشد ميشده  شيآزما يمراتب كسر ريسا

. كشد مي ريبه تصو زيكسري را ن به پارامتر مرتبه تتغييرات خطا نسب
كه تغييرات يك  دهد مينشان  2جدول  موجود در اطلاعات يبررس

كسري منجر به تغييرات پنجاه درصدي در ميزان  درصدي در اندازه مرتبه
 يشنهاديكه حساسيت مدل پ رسد مياساس به نظر  نيبر ا وخطا شده 
 ؛بالاست يتحت بررس يعفون يماريب يعدد مرتبه كسري برا نسبت به

وجود  طيساختار در شرا نيمنجر به كاهش دقت ا تواند ميكه  اي مسئله
 .شود تيعدم قطع
و با توجه به شاخص  يشنهاديپ يكنترل ياستراتژ يبررس يبرا تاًينها

، 5، 5صورت  به بيترت به B2 و Q1 ،Q2، B1 نهيهز بي، ضرا)8(عملكرد 
حالت را در مدت  يرهايرفتار متغ 3شكل . شوند ميدر نظر گرفته  2و  3

 با يكسر مدل مرتبه يروز بدون اعمال كنترل و با وجود آن برا 20زمان 
 بر اساس  مسئله تيو واقع كيزيبه ف تيوضع نيتر كينزد( 99/0 ابربر
ج،  -3 يها با توجه به شكل. كشد مي ريبه تصو) 2و شكل  2جدول  جينتا
 انيكه با اعمال كنترل، تعداد مبتلا شود ميح مشاهده  -3ز و  - 3د،  -3
  انتقال   گرانيد  به  را  يماريب  توانند يم  يول  بوده  علامت  بدون  كه  HIV  به
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  )الف(

  
  )ب(

  
  )ج(

  
  )د(

  
  )ه(

  
  )و(

  
  )ز(

  
  )ح(

)حالت  ريرفتار متغ) الف(، )لهئمس تيو واقع كيزيبه ف تيوضع نتري كينزد( 99/0 يمرتبه كسر يحالت قبل و بعد از اعمال كنترل برا يرهايرفتار متغ : 3شكل  )S t  قبل از اعمال
)حالت  ريرفتار متغ) ب(، كنترل )S t حالت  ريرفتار متغ) ج(، بعد از اعمال كنترل( )I t حالت  ريرفتار متغ) د(، قبل از اعمال كنترل( )I t حالت  ريرفتار متغ) ه(، بعد از اعمال كنترل

( )C t حالت  ريرفتار متغ) و(، بل از اعمال كنترلق( )C t حالت  ريرفتار متغ) ز(، بعد از اعمال كنترل( )A t حالت  ريرفتار متغ) ح(و  قبل از اعمال كنترل( )A t بعد از اعمال كنترل.  



  145                                                                                                         يعفون يها يماريدر درمان ب يكسر نهيكاربرد مؤثر از كنترل به كي: يآباد و حسن يجاجرم

 

)دهند  ( ))I t علائمبا  انيو تعداد مبتلا HIV ينيمثبت و تظاهرات بال 
) دزيا ( ))A t تيو در صورت عدم كنترل، وضع ابدي يسرعت كاهش م به 

 دهد يشكل نشان م نيدر ا يعدد يها افتهي جهيدر نت. شود يبرعكس م
مفروض  يمارياز انتشار ب يريجلوگ يمورد استفاده برا نهيروش كنترل به

 .بوده است مؤثردرمان كارا و  نهيبا حداقل هز

 گيري نتيجه - 7

 تهياف ميتعم بر اساس نسخه ديجد نهيمدل كنترل به كي قيتحق نيا در
و كنترل انتقال عفونت  فيتوص يبا تابع كرنل دلخواه برا يمشتق كسر

HIV پاسخ  افتني يبرا مؤثركارا و  يروش عدد كي نيهمچن. شد يمعرف
با  اظرمتن نهيكنترل به مسئلهحل  نيو همچن تهياف ميتعم يكسر ستميس

مورد  زين يشنهاديروش پ يخطا ليو تحل يياثبات همگرا. دگرديآن ارائه 
 يكسر نهيكنترل به مسئله ن،يعلاوه بر ا. قرار گرفت يبحث و بررس

 يمتناظر برا يعدد جيدرمان حل شد و نتا ياستراتژ كيعنوان  به
 سهيمقا. شدند ليرسم و تحل مسئله تيو واقع كيزيفحالت به  نيتر كينزد
دقت  يدارا 99/0 يكسر شده با مرتبه ارائه يساز مدلنشان داد كه  جينتا

 شده شيآزما يمراتب كسر ريسا زين و حيصح مرتبه مدل به نسبت يبالاتر
. ستا يشده توسط سازمان بهداشت جهاندييأت يواقع يها بر اساس داده

از انتشار  يريجلوگ يبرا زيمورد استفاده ن نهيبه علاوه روش كنترل هب
در . بوده است مؤثردرمان كارا و  يها نهيمفروض با حداقل هز يماريب
 يساز مدل تيفيك ،ينشان داد دستگاه معادلات كسر قيتحق نيا جه،ينت

در  يعملكرد خوب زين يكسر نهيكنترل به مسئلهو  بخشد ميرا بهبود 
 تواند يما م يها افتهي ،ممه اي جهينت عنوان به نيرابناب. دارد يماريكنترل ب

قابل قبول مورد توجه  يزمان بازه كيدر  دزيا يماريكردن ب كن شهير يبرا
 نيدر ا يمدل كسر نيتر قيدق افتني ،نيا وجود با. رديو استفاده قرار گ

تابع كرنل مجهول و  نييتع يبرا يساز نهيبه مسئله كيحل  ازمنديمقاله ن
 زيبرانگ كه حل آن چالش اي مسئله ؛استنامعلوم  يپارامتر كسر تنافي زين

 تواند ميغلبه بر آن  يمناسب برا يساز نهيبه يها تميالگور شنهاديبوده و پ
بر اساس  نيهمچن. رديقرار گ نيمورد توجه محقق يآت يعنوان كارها به

 كه حساسيت مدل نسبت به عدد مرتبه ديبه نظر رس 2اطلاعات جدول 
تواند  يم مسئله نيست كه ابالا يتحت بررس يعفون يماريب يبرا كسري

 جه،يدر نت. شود تيوجود عدم قطع طيمنجر به كاهش دقت آن در شرا
 تيبا وجود عدم قطع يشنهاديمدل پ ييبهبود كارا يبرا ييراهكارها افتني
  .رديرو مد نظر قرار گ شيپ قاتيتحق يبرا تواند مي زين
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ارشد  يو كارشناس يمدرك كارشناس 1386و  1384 يها در سال يجاجرم نيام

 ي مشهد دريافت نمود، پس از آن به دوره يبرق خود را از دانشگاه فردوس يمهندس
موفق به  1391مشهد وارد گرديد و در سال  يفردوس برق در دانشگاه يمهندس يدكترا

 1391از سال  يدكتر جاجرم. شد كوربرق از دانشگاه مذ يدكترا در مهندس ي اخذ درجه
دانشگاه بجنورد در بجنورد مشغول به  يو مهندس يفن ي برق دانشكده يدر گروه مهندس

مورد  يعلم يها ينهزم. باشد ياين گروه م يفعاليت گرديد و اينك نيز عضو هيأت علم
و  يررياضيات كس نه،يو كنترل به يساز نهيمانند به يبرده شامل موضوعات نام ي علاقه
  .باشد يم يواقع يايدن يها ستميس يساز مدل

  
محض خود را از دانشگاه  ياضيمدرك كارشناسي ر 1385در سال  يآباد حسن ژهيمن
در  قيتحق شيگرا يردكارب ياضيمدرك كارشناسي ارشد ر 1391و در سال  لانيگ

 ياضيدكتراي ر ي نمود، پس از آن به دوره افتيخود را از دانشگاه دامغان در اتيعمل
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وارد گرديد و در  رجندينه در دانشگاه بيو كنترل به اتيدر عمل قيتحق شيگرا يكاربرد
در  قيتحق شيگرا يكاربرد ياضير ي دكترا در رشته ي موفق به اخذ درجه 1398سال 
برده  نام ي هاي علمي مورد علاقه زمينه. از دانشگاه مذكور شد نهيكنترل بهو  اتيعمل

 هاي تميرو الگو يولوژيب ،يكسر ليفرانسيحساب د نه،يشامل موضوعاتي مانند كنترل به
  .باشد مي يتكامل

  

  
  
  
  
  

  


